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最小マルチンゲール測度と年金保険のリスク最小化





The purpose of this study is to compare the hedging portfolio of local risk-minimization based
on observable probability and the portfolio of risk-minimization based on risk-neutral probabil-
ity. The hedging portfolio consists of zero coupon bonds, longevity swaps (written on the annuity
fund), and risk-free asset. The stochastic process of interest rate and mortality intensity is formu-
lated using the ane class model. For mitigating longevity risk in annuity fund we compare the
expected hedging errors by the simulation. Hedging risk per annuitant is increased by the risk-
minimization on the contrary to actuarial law of large numbers in observable probability. The
survival probability evaluated by risk neutral method might cause underestimation of longevity
risk.





























の戦略の価値を V('; t) = (t)X(t) + (t) と定義する．ただ
し，V('; T ) = 0．時刻 t までのコストを C('; t) = V('; t)  R t
0
(u)dX(u)とし，これを用いてリスクとして
R(t; ') = E








条件付き請求権 H が Follmer-Schweizer分解を持つとは
H = H(0) +
Z T
0
H(u)dX(u) + LH(T ) (1)
と書けるときにいう．LH は LH(0) = 0であり，MX と直交す
る二乗可積分マルチンゲールである．
(2) 最小マルチンゲール測度
Xはセミマルチンゲールとし, X = X(0)+MX +AX = X(0)+
MX +
R
dhMXiX と分解できる. MX はローカルマルチンゲー



















;F ; P)とする. 独立な標準ブラウン運動 W1 ;W2 ;Wr ,
および計数過程 N(x)から生成されるフィルトレーションを
F (t); 0  t  T とする. 年金加入者グループを考える. 初期に
は n1 人存在し, N1(x; t) は x 歳の時刻 t での死亡数を意味し
ている.
割引債価格は Vasicekモデルを用いリスク中立測度 Qの下
で dP(t;T ) = P(t)dWr;Q(t)とする. ただし Wr;Q は Qの下で
のブラウン運動とする．P(t) は割引債価格の拡散項の係数




将来の不確実性を再現するために，変動死力 (x; t) = o(x+
t)(x; t)を導入する．1(x; t)は CIRモデルでありアフィンク
ラスに属する確率過程である．




時刻 tから T の生存確率は Qのもとで

















dF1(x; t) = (n1   N1(x; t))dt   n1 t p˜1xdt (2)
と定義し,ネット受取プロセス F を用い長寿スワップの割引
価値は次で表す.






















Z1 (t) =  
Z T
t
P(t; )S Q1 (x; t; )d;
Z1 (t) =   (n1   N1(x; t ))r
Z T
t




Br(t; )P(t; ) p˜1xd

;
Z11(t) =   11(t)
p





(t; )S Q1 (x; t; )d;
Zj2(t) =   12(t)
p





(t; )S Q1 (x; t; )d;
となる．B1(x; t; )は Qの下での生存率を構成する関数であ
る．r は短期金利の拡散項の係数である．1i; i = 1; 2は変
動死力 1 の拡散項の係数である．Z1 ; Z1 ; Z11; Z12 を感応度と









dA(t) =(n1   N1(x; t))





c を時刻 [0; T¯ )の保険料とする．T¯ は退職時間である．時刻
[T¯ ;T ]の保険金は ap とする．ただし T は年金契約の満期で
ある．Pˆのもとでの年金価値は








dV˜(t) = ˜V (t)dW˜r(t) + ˜V1 (t)dW˜





2 (t) + ˜
V (t)dM˜1(x; t);
˜V (t) =  
Z T
t
P(t; )S˜ (t; )

 c1f0<T¯ g + ap1fT¯g

d;
˜V (t) =  (n1   N1(x; t ))r
Z T
t
Br(t; )P(t; )S˜ (t; )


 c1f0<T¯ g + ap1fT¯g

d;













 c1f0<T¯ g + ap1fT¯g

d;













 c1f0<T¯ g + ap1fT¯g

d:








LRM 戦略 ' は以下のとおり得られる．ただし，1(t) は
割引債保有量，2(t)は長寿スワップ保有量，(t)は安全資
産保有額である．




= (!1(t); !2(t); V˜('; t)   A(t)   !1(t)P(t; T )   !2(t)Z;Q(x; t));
!1(t)は次のとおりである．
!1(t) =






V (t)1(x; t) + Z11(t)˜
V


























スワップ），割引債，安全資産の保有量（それぞれ ; ;R2 (t)，
;R1 (t)，;R(t)）を紹介する．以下は [1]によるものである．




= (!R1 (t); !
R
2 (t);eV;Q(t)   !R1 (t)P(t;T )   !R2 (t)Z;Q(x; t));
!R1 (t)は次のとおりである．
!R1 (t) =














































資産で LRM，RMの２つのヘッジ手法を用いて (表 1)シミュ
レーションを行った．まず２つのケースの資産の最適保有量
をシミュレーションする．その際の年齢は x = 30とし，年
金加入者数は n1 = 10; 000とする．次に 2つのケースでリス
クプロセスを比較し，有効性を評価する．
保険料は期始払いで加入年齢 30歳から退職年齢の 60歳ま
で支払うものとする．よって T¯ = 30となる．保険金は退職
後から契約満期の 90歳まで受け取ることができる．よって
T = 60となる．保険料，保険金はそれぞれ c = 0:13，ap = 1
と設定する．またジャンプのギルサノフカーネル g1(t) = 0:5
と設定する．
(1) 長寿スワップ保有量












度 ˜V1 ; ˜V2 が長寿スワップの死力感応度 Z11; Z12 の値に対して
小さくなるため，保有数が 1よりも小さくなっていく．時刻
20から 30にかけては ˜V と Z の値が近づく．従って保有数






















図 2は時刻 0から tまでの生存確率 S˜ (0; t)（赤線），S Q1 (0; t)
（黒線），予定生存確率 tp1x（青線）を示している．ただし，









カーネルを  0:9 から 0:3 まで 0:2 刻みで変化させた生存確
率 S Q を示している．黒線は予定生存確率 tp1x を表しており，
それ以外は Q の下での生存確率である．このグラフからギ
ルサノフカーネル g1 >  1が  0:5より大きい場合は S Q が
予定生存確率よりも小さくなってしまい長寿化を表現できて
いないことがわかる．

















図 2生存確率・S˜ (0; t)（赤），S Q1 (0; t)（黒），予定生存率（青）


























は LRMの P-リスクプロセス，RR;P は RMの P-リスクプロ





式 8の第４項によるものである．この式の 1(x; s)には年金
加入者数 n1 が含まれており，1(x; s)が 2乗されることによ
り，大数の法則によるリスクの減少速度よりも２乗の項の増
加速度が速くなっているものと考える．











100 0.0725 0.0354 0.0333
1,000 0.0400 0.0627 0.0220






では n1 = 100から n1 = 10; 000に年金加入者数を変化させる
と大数の法則が働いていることが LRMで確認できた．しか
し RM ではリスクプロセスの第４項により大数の法則が働
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